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RESUMO

O artigo que se apresenta objetiva a sistematizacdo, apresentacdo dos conceitos
fundamentais e utilizacdo da Teoria dos Jogos aplicada a distribuicdo do custo conjunto,
na forma de um sistema de informacdes interdependentes. E realizada a formalizacéo
matematica dos principais conceitos classicos de solu¢cao de um jogo e a apresentacéo
de um exemplo que ilustra sua aplicacdo ao problema da distribuicdo de custo conjunto.
Como produto da pesquisa conseguiu-se reunir sistematicamente o conjunto de conceitos
de solucdo de jogos, dos quais se derivam todos 0s conceitos encontrados nos textos
atuais. Apresentam-se 0s conceitos de solugcéo para os chamados jogos cooperativos por
meio do conceito de objecdo e contra-objecdo, de forma a mostrar que 0s mesmos
podem ser vistos como um processo de negociacdo. Por ultimo sédo discutidos os
resultados e pontos de discussao para uma proxima investigacao.

Palavras-chave: Custos conjuntos. Teoria dos jogos. Sistemas de informacéo.

Interdependent information in distribution of cost sets
ABSTRACT
The objective of this article was to present the systemization and presentation of

fundamental concepts and use of Game Theory as applied to distribution of cost sets, in
the form of an interdependent information distribution. Mathematical formalization of the
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principal classical concepts involved in finding game solutions is made, along with
presentation of an example that illustrates its application to the problem of distribution of
cost sets. One product of the research was that it systematically bringing together the
groups of concepts that deal with solving game problems, from which derive all the
concepts found in current texts. The article presents the solution concepts for so-called
cooperative games by means of the concept of objection and counter-objection, in a way
that shows that these can be seen as a process of negotiation. Last but not least, results
and discussion points for further investigation are discussed.

Key words: Cost sets. Game theory. Interdependent decisions.

1 INTRODUGCAO

A Teoria dos Jogos, que poderia chamar-se muito apropriadamente de Teoria das
Decisfes Interdependentes, tem como objeto de analise situa¢des nas quais o resultado
da acdo de individuos, grupos de individuos ou instituicdes, depende substancialmente
das acbes dos outros envolvidos. Em outras palavras, trata de situacdes em que nenhum
individuo pode convenientemente tomar decisdo sem levar em conta as possiveis
decisdes dos outros.

O primeiro passo para o seu desenvolvimento foi dado por Von Neumann, em
1928, com a demonstracdo do teorema minimax. Contudo, o autor s6 despertou a
atencdo do publico em 1944, quando, em parceria com Morgenstem, prop6s a analise do
comportamento econdmico via perspectiva do “jogo de estratégia”, criando assim a
expectativa de reformulagéo da teoria econémica numa base totalmente nova, na qual o
conceito de “processo competitivo” seria reestruturado em termos de mecanismos em
gue o0s agentes econdmicos atuam estrategicamente (Von Neumann; Morgenstern,
1972).

Nesse primeiro momento, as aplicagcbes mais bem-sucedidas se realizaram no
campo da andlise de mercados oligopolistas, obtendo resultados interessantes, embora
ainda limitados pelos recursos matematicos disponiveis.

Em 1950, John F. Nash demonstra o teorema minimax para grande numero de
agentes. Em 1952, Lloyd Shapley apresenta o conceito de “nucleo”. Em 1959, Martin
Shubik demonstra que a classica “curva de contrato” de Edgeworth era idéntica ao

conceito de solucdo desenvolvido por Shapley, permitindo que a teoria neoclassica se
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livrasse de um dos seus principais problemas metodoldgicos. Naquele momento,
enquanto a analise do problema do equilibrio geral, conduzida principalmente por Anow,
Debreu e McKenzie, era estritamente paramétrica, ao considerar os agentes econdmicos
como “tomadores de pregos”, a Teoria dos Jogos, de posse de novos recursos técnicos,
permitia analisar a questdo da formacdo de precos como resultado de um amplo
processo de barganha multilateral.

Nos anos de 1960 a popularidade da teoria entrou novamente em estado latente.
Seu debate ficou restrito apenas a alguns pequenos grupos de pesquisadores
desmotivados para publicar os resultados de suas pesquisas. Esse fendmeno ja havia
acontecido nos anos 1950, quando por alguns anos tornou-se praxe publicar apenas
parte dos resultados das pesquisas realizadas. Um exemplo importante foi o Folk
Theorem que, devido a esse tipo de comportamento, ficou praticamente desconhecido
por um periodo de tempo consideravel.

A partir da segunda metade dos anos 1960, engenheiros e economistas
comecaram a perceber a Teoria dos Jogos como um instrumento de consideravel alcance
para uma velha questdo que voltara a ganhar félego: a andlise, projeto e implementacao
de mecanismos de alocacdo de recursos. O principal protagonista dessa questao foi
Hurvicz (1973). Sua preocupacdo central voltava-se para a analise institucional,
especialmente em economias descentralizadas, em termos de informagdes. Para tal
propdsito, envolveu-se na construcdo de mecanismos de alocacdo ou de planejamento
gue produzissem resultados “satisfatorios”. Como cada mecanismo de alocacao de
recursos contém implicitamente definido um jogo, abre-se um novo campo de pesquisa: a
analise e projeto de mecanismos de alocacdo de recursos por meio das técnicas da
Teoria dos Jogos.

A literatura concernente a teoria da escolha social também acabou constituindo
uma fonte de pesquisa para a Teoria dos Jogos. Este campo de pesquisa teve origem
guando Gibbard (1973) e Satherhwaite (1975), independentemente, resolveram indagar o
gue aconteceria se 0s agentes estudados por Arrow (1965) votassem estratégicamente
ou de uma forma que nao fosse isomorfica em relagéo as suas verdadeiras preferéncias.

A resposta encontrada foi, como era de se esperar, que as regras de votacao usualmente
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utilizadas podem permitir escolhas sociais que nao sejam “6timos de Pareto”. A analise
desta questdo acabou gerando um campo de pesquisa (D Aspremont, 1979) em que se
procura desenvolver jogos que possam representar mecanismos de escolha, em que os
agentes envolvidos sdo incentivados a votar estrategicamente.

Outro campo de pesquisa, também desenvolvido na década de 1970, diz respeito
a distribuicdo de custo conjunto (Moreno, 1996). A Teoria dos Jogos tem-se dedicado de
forma brilhante também a essa questdo e tem-se destacado ao analisar e propor
solucdes para situacdes concretas e analogas as que serdo apresentadas adiante.

Cabe ressaltar que a andlise do equilibrio geral desenvolvida pela Teoria
Neoclassica tem sido quase completamente suplantada pela Teoria de Jogos nao-
cooperativos, principalmente a partir da segunda metade década de 1980, quando a
atencao de muitos pesquisadores tais como, Jacquemin (1987), Tirole (1988), Farrel e
Masktn, (1989), Kreps (1990) e Fudenberg (1991), passou a ser dirigida para a
modelagem de jogos dinamicos, levando em conta a hipétese de informacao imperfeita e
de informacgao incompleta.

Um jogo também pode diferenciar-se de acordo com o conjunto de informacdes
gue os jogadores detém. Um jogo € de informacéo completa ou de informacéo incompleta
segundo o conhecimento que o jogador tiver, no tocante as seguintes informacdes: (a) o
conjunto de jogadores; (b) as estratégias disponiveis para cada jogador; e (c) todos os
possiveis resultados para todos os jogadores. Um jogo é de informacdo completa quando
cada jogador conhece (a), (b) e (c) e é de informacgdo incompleta quando um ou mais
jogadores desconhecem alguma das informacfes citadas. Em relacdo aos lances ou
movimentos, um jogo pode ser de informacao perfeita ou de informacéo imperfeita. Um
jogo é de informacdo perfeita se a cada movimento todos os jogadores conhecem as
escolhas feitas nos movimentos anteriores. Caso esta condicdo néo se verifique, 0 jogo €
de informacao imperfeita.

Dentre as diversas situacfes que podem ser caracterizadas como jogo, pode-se
identificar dois tipos fundamentais: (1) o jogo nao-cooperativo, aquele cujas condicdes
organicas nao permitem a formacdo de coalizbes que possam determinar o seu

resultado, e (2) o jogo cooperativo, aquele cujas condi¢cdes organicas facultam aos
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participantes a possibilidade de atuarem mediante a formacé&o de coalizdes.
2 JOGOS NAO-COOPERATIVOS

Para caracterizar o que se entende por conceito de solucdo para um jogo néo-
cooperativo supdem-se uma situacdo dada por: (1) a existéncia de um conjunto de
agentes, com n jogadores, I= {1,...,n}; (2) uma familia de conjuntos de estratégias (Si)i []
I, na qual cada conjunto Si representa todas as estratégias sk disponiveis para cada
jogador i, (i e I); (3) uma familia de func@es (Pi)iCll, de valor real, na qual cada uma define
um resultado ou payoff Pi (s), para cada jogador, em funcdo das decis6es tomadas por
todos jogadores, ou em funcdo do vetor que contém as estratégias adotadas por cada

jogo e estratégias onde a i-ésima componente do vetor S que foi substituida por s’k .

Assim define-se a solucéo do problema do jogador individual como SK tal que:

1) Pi(S\S'k)Z Pi(s*\S'k) para todo s €S e il

k i S
A questdo para o analista aqui, € indicar sob que condi¢cdes 0 jogo tera solucao,
concebendo solu¢cdo como uma situag¢ao na qual, dadas as decis6es, nenhum agente tem
qgualquer estimulo para altera-la. Pode-se dizer que, matematicamente, existira solugcéo

se existir uma combinacao de estratégias s para a qual.

) Pi (s*)z Pi (s*\s;() para todo S'keS eil.

! €
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A n-upla de estratégias s representa o equilibrio de um jogo nao-cooperativo ou
ponto de equilibrio de Nash. Esse conceito de solucédo implica que nenhum participante
se beneficia mudando sua estratégia em s, quando todos os demais mantém as suas
(Nash, 1951). Em outras palavras: no equilibrio, nenhum agente tem estimulo para alterar
unilateralmente a sua estratégia.

Convém ainda distinguir os jogos finitos dos jogos infinitos. Jogos finitos sao
aqueles em que cada participante se depara com um conjunto finito de escolhas, ou seja,
escolhe sua estratégia dentro de um conjunto finito de possibilidades. No jogo infinito o
conjunto de possibilidades no qual cada participante faz sua escolha é infinito.

Solucdo para um jogo infinito: o teorema de Nikaido e Isoda demonstra (Schotter;
Schwddiauer, 1980) que, dado um jogo na forma normal, se o conjunto de estratégias dos
jogadores consiste de subconjuntos convexos e compactos de espacos Euclidianos, Si [
Omi, e suas funcBes de resultados, Pi, forem continuas e concavas em Si, existira
sempre um ponto de equilibrio na forma em que foi definido por Nash, que, no entanto,
sempre serd necessariamente Unico.

Solugéo para um jogo finito: neste caso, sob o dominio de estratégias puras, ou
seja, sob o dominio de estratégias na forma até aqui definida, ndo € possivel estabelecer
condicBes gerais sob as quais um jogo ndo-cooperativo de n-pessoas tenha sempre
solucdo. Todavia, o teorema principal de Nash (1951) mostra que sob o dominio de
estratégias mistas, estratégias puras associadas a uma distribuicdo de probabilidade,
todo jogo finito tem no minimo um ponto de equilibrio. Convém acrescentar que, como no
caso do teorema aplicado aos jogos infinitos, o teorema que sustenta a solucdo para os
jogos finitos, além de ndo garantir a unicidade, também n&o garante a propriedade de
equivaléncia e interchangeabilily quando o problema apresenta mais de uma solucgéo.
Portanto, sob a condi¢cédo de impossibilidade de os agentes estabelecerem coalizbes, nem
mesmo para 0 caso mais simples - que € o jogo de duas pessoas, do tipo soma-zero se
pode garantir sempre a existéncia de pontos de equilibrio com estratégias puras (Hein,
Horner, Rautenberg, 2004a). Nesse caso, quando esses pontos existem, nao Ssao
necessariamente unicos. No entanto, adotando-se o conceito de estratégias mistas, €
possivel construir uma teoria geral para os jogos de duas pessoas, do tipo soma-zero. O
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fundamento dessa generalizacao foi fornecido por Von Neumann mediante o teorema
minimax, segundo o qual, sob o dominio de estratégias mistas, todo jogo de duas
pessoas, do tipo sorna-zero, tem no minimo um ponto de equilibrio e, quando possui
varios, eles sdo equivalentes e as respectivas estratégias de equilibrio sé&o
intercambiaveis. Nesse caso as estratégias mistas que reproduzem a solucdo de Nash
podem ser determinadas pela solucdo de um problema de programacdo linear,

formalizado a partir dos parametros fornecidos pelo respectivo jogo.

3 JOGOS COOPERATIVOS

Os jogos chamados cooperativos constituem uma classe determinada de jogos e
se diferenciam dos jogos nao-cooperativos, principalmente, pelo fato de que, ao contrario
dos jogos ndo-cooperativos, possuem como ja afirmando anteriormente, em sua estrutura
interna, condi¢cdes que facultam aos agentes de formarem coaliz6es entre si, com vistas a
garantir um determinado resultado. Por uma coalizdo entende-se qualquer subconjunto
do conjunto de jogadores, |, constituido de jogadores que resolvem agir como uma equipe
no processo de escolha de estratégias.

A andlise do jogo cooperativo dispensa a utilizacdo do jogo na forma normal, pois
necessita apenas dos resultados ou ganhos que os jogadores ou as coalizdes podem
garantir para si. Essas informacg@es estdo contidas na funcao caracteristica.

A funcao caracteristica, V, é definida como a relagdo que associa a cada coalizdo
K [O'1, (K# [J), o conjunto de todos os vetores-resultados ou vetores de ganhos, V(K)I[Ik
(espaco Euclidiano de dimenséo k, em que k é o numero de elementos da coalizdo K)
gue a coalizdo K pode garantir. Na verdade, dado o propdésito, ndo € preciso, como se
vera adiante, utilizar ou conhecer extensivamente a funcao caracteristica. Para efeito de
clareza e simplicidade serd suposto que a funcdo de resultados que representa o0s
ganhos individuais de cada participante do jogo seja “transferivel”. Admitir que a fungéo
de resultados é transferivel significa que o ganho total alcan¢cado por uma coalizdo pode
livremente ser dividido entre seus membros, da forma que melhor Ihes convier. Pode-se

assim admitir a existéncia de pagamentos a parte, ou seja, admitir a possibilidade de
114

ABCustos, Sao Leopoldo: Associacao Brasileira de Custos, v. 2, n. 3, p. 108-132, set./dez. 2007



Sistema de informacgdes interdependentes: uma aplicacdo da teoria dos jogos na distribuicdo do
custo conjunto
Juliana Pinto, Tarcisio Pedro da Silva, Nelson Hein

redistribuicdo dos ganhos fora do jogo propriamente dito. E, para tanto, basta que a
funcdo de resultados seja transferivel, isto é, basta que o valor do resultado seja mantido
guando redistribuido.

Na analise da Teoria dos Jogos, sob a hipétese de que as fun¢bes de resultados
sejam transferiveis, ndo existe perda conceitual. Todos os conceitos de solucdo para
jogos cooperativos independem da hipdétese de que as funcbes de resultados sejam
transferiveis ou ndo (Shubik, 1987, p.369).

O uso da hipdtese de transferéncia de utilidade € uma forma de simplificar o
estudo dos jogos cooperativos, sem perda dos aspectos relevantes do jogo, como
mostram Luce e Raiffa (1957) e Friedman (1977). Essa propriedade permite trabalhar
com o valor maximo alcancavel pela soma de utilidades dos participantes de uma
coalizdo K. Dessa forma, a fungdo caracteristica sera representada por um Unico valor
v(K), sem se preocupar com outros possiveis valores que ela poderia alcancar. Interessa,
com efeito, apenas o valor maximo que a coalizdo pode conseguir (Hein, Horner,
Rautenberg, 2004b), o qual sera redistribuido mediante pagamentos feitos a parte.
Redefinindo a funcdo caracteristica de um jogo de n-pessoas, como: um valor real
definido nos subconjuntos de |, que atribui a cada K o maximo valor (para K) do “jogo de
duas pessoas” realizado entre K e I-K, supondo que essas duas coalizdes se formem.
Portanto, daqui por diante, v(K) representa 0 maximo valor que os membros de K podem
obter do jogo, independente do que o restante dos participantes possa fazer. Por razbes

Obvias, segue que:
@) vO)=0

e ainda: se K e L sdo duas coalizbes disjuntas, s6 unirdo suas forcas, logicamente, se
conseguirem no minimo o que poderiam ganhar se agissem separadamente. Logo, a
funcao caracteristica v(K) deve obedecer a uma condigcdo chamada superaditividade, isto
é:

(4) v(EKOL)2VK)+v(L)seKOL=0

O conceito de funcdo caracteristica € de crucial importdncia para a analise de
115

ABCustos, Sao Leopoldo: Associacao Brasileira de Custos, v. 2, n. 3, p. 108-132, set./dez. 2007



Sistema de informacgdes interdependentes: uma aplicacdo da teoria dos jogos na distribuicdo do
custo conjunto
Juliana Pinto, Tarcisio Pedro da Silva, Nelson Hein

solucédo para 0s jogos cooperativos. Essa categoria de jogo, ao contrario da dos jogos
nao-cooperativos, fornece um espacgo extenso e propicio para uma gama de diferentes
conceitos de solucdo. Por essa razdo sdo apresentados apenas agueles jogos
considerados mais importantes pela literatura especializada no assunto.

Dada a propriedade de superaditividade da funcdo caracteristica v, € razoavel
supor que a grande coalizdo, ou seja, a coalizdo de todos elementos do conjunto I, se
formara. Dessa forma, portanto, a questdo que resta sera: como o valor de v (l) se
distribuird entre os participantes, de maneira que essa distribuicdo seja estavel. Para
analisar essa questdo define-se uma imputacdo ou uma alocacdo como sendo uma
redistribuicdo exaustiva do valor da grande coalizdo, que atribui ou distribui para cada
jogador no minimo a quantidade que ele garantiria para si, se ndo entrasse para a grande

coalizdo. Representando por x [J [In o vetor de resultados e

x(K) =2 x,
(5) ick
como o somatério de todos os componentes de X, serd uma imputacado se obedecer as

seguintes condicoes:

(6) xizv({i})paratodoilll, e

(7)  x()=V()

Se for denominado de X(v) [J [J o conjunto de todas imputacdes de um dado jogo
expresso na forma de funcéo caracteristica, uma solucdo pode ser definida como um
subconjunto de X(v) consistindo das imputacdes que nao forem eliminadas pelo conjunto
de “filtros”, ou restricdes, sdo expostos logo adiante. O conjunto de restricbes que regera
0 processo de negociacdo € que definira os diversos conceitos de solugdo para um jogo
cooperativo.

Nesse processo de negociag¢ao ou barganha, uma imputacdo x pode naturalmente

nao satisfazer algum participante k; nesse caso diz-se que o participante k tem uma
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objecdo aquela imputacdo x. Formalmente, um jogador k, k [J K [J I, tem uma objecao (y,

K) a imputacao x se

(8) yi > xi, paratodoi [ K, e

@) ¥(K)sv(K)

As propriedades (8) e (9) sdo as mesmas propriedades que compdem a relagdo denominadas
de dominancia. Portanto, se as propriedades (8) e (9) ocorrerem simultaneamente, pode-se
também dizer que y domina x, ou x € dominada por y, via coalizdo K. Nesse processo, outra
situacao pode ocorrer: os individuos que nao entraram na coalizdo K podem reagir e formar ou
ameacar formar uma outra coalizdo L em contraposicdo a coalizdo K. Nesse caso, diz-se que
o jogador | € KC, sendo KC o conjunto complementar do conjunto K, tem uma contra-objecéo
(z,L),lelL,a(y,K)dek, k L, se

(10) zi

O ndcleo, representado por Ker(v), € definido como o conjunto de todas
imputacdes ndo dominadas via coalizdo, ou 0 conjunto daquelas para as quais nao
existem objecdes. Nesse caso escolhe-se a(s) solugdo(bes) eliminando no curso da
negociacao as imputacdes para as quais foi apresentada alguma objecédo. Formalmente o

nucleo pode ser representado pelo conjunto de todas imputacgdes x tais que

> X 2Vv(S),vScl
(13) ieS

A expressdo matematica acima garante que se qualquer grupo de individuos S,
que faca parte do conjunto de individuos que compdem o jogo, resolver fazer uma
coalizdo, nunca obtera um valor maior do que a soma dos ganhos individuais que ele
obtém na imputacédo x. Qualquer imputacdo pertencente ao nucleo € estavel, no sentido
de que nado existe nenhuma coalizdo que possua simultaneamente o estimulo e o poder

de mudar o resultado do jogo (Hein; Horner; Rautengerg, 2004a).
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O nucleo pode ser apresentado de outra forma. Seja e (x, K) = v(K) - x(K) a
reclamacdo dos membros da coalizio K em relacdo a imputacdo x. Pode-se entdo
expressa-lo como o conjunto de todas as imputac6es (Hein; Horner; Rautengerg, 2004b)
contra as quais ndo possam existir maximas reclamacdes que ndo sejam menores ou

iguais a zero, isto é:

Ker(v) O {x [J X(v) / max e(x, K) [J 0}
(14) Kel

O conjunto-negociagao constitui a unido entre o conjunto das imputacdes que néo
possuem objecbes e 0 conjunto das imputacBes que possuem objecdes, porém, nao
justificadas. Mais precisamente, constitui o conjunto das imputacfes que restam quando
no processo de negociacdo uma imputacdo so € eliminada quando tem uma objecédo e
essa objecéo é justificada (Owen, 1968, p. 188).

Dada essa definicao, fica claro que o conjunto-negocia¢édo deve conter o nicleo se
este existir. E, se 0 ndcleo ndo existir, ainda tem-se a possibilidade de encontrar solugédo
por meio do conjunto-negociacao.

O conjunto-solucdo de Von Neumann-Morgenstern, NM (v), é representado pelo
conjunto de imputacbes que satisfazem simultaneamente duas condi¢Oes:(1) para
guaisquer duas imputacdes pertencentes ao conjunto NM(v), uma n&o pode ser
dominada pela outra; (2) qualquer imputacdo que nado pertenca ao conjunto NM(v) deve
ser dominada por alguma imputacdo pertencente ao conjunto NM(v), (Von Neumann;
Morgenstern, 1972).

Uma das principais dificuldades de se utilizar o conceito de solu¢gdo de Neumann e
Morgenstern (1972), € qgue nem a existéncia e nem a unicidade sdo garantidas. Nenhuma
prova geral da existéncia do conjunto-estavel foi feita até agora (Owen, 1968).

O Nucléolo, Nu (v), constitui um critério que seleciona as imputacdes de forma a
minimizar a maxima queixa ou reclamacéo que qualquer coalizdo possa ter contra elas.

O procedimento para se encontrar o nucléolo, Nu (v), o que significa aplicar o

principio minimax, exige que se fagca uma comparagéo entre as diversas imputagdes, de
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forma a encontrar aquela cuja maxima reclamacao associada a ela seja menor do que a
maxima queixa associada a qualquer outra imputacdo. Para isso, ordenam-se as 2n
coalizbes contidas em | (incluindo o subconjunto N contendo todos elementos de | e 0

conjunto vazio (1) K1, K2,., K2n e se constréi uma funcao 8(x), tal que:
(15) 6(x) = (81(x), 82(x),...,862n(x)) I [12n;
(16) 6 (x) =e(x,
Kj) e
a7) 6] (x) > 8j+1(x) paraj=1,2,...,2n-1.

Dadas duas imputacbes x e X, os vetores de queixas associados
respectivamente a 6(x) e 6(x) podem ser comparados depois de ordenados
lexicograficamente. Desta forma, pode-se dizer que 6(x) é lexicograficamente menor
que 8(x') se 81(x) < 61(x’) ou O1(x) = 81(xX), para i =

1, ..., j-lej> 1. Essa relacdo pode ser representada 009 <0< se gj(x) = j(x) para
por

todo j’ e(X) =L B(X’), e B(X) SL G(X') Signiﬁca e(X) <L O(X,) e(X) = e(X’)
entao que
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Isto €, o nucléolo do jogo v consiste de todas aquelas imputacdes x e X (v) que
possuem as menores queixas, lexicograficamente, associadas a elas. Dessa forma o
nucléolo acaba se constituindo numa forma de tornar menor possivel o protesto da
coalizdo mais descontente.

A importancia do nucléolo é que se X (v) € compacto o Nu (v) ndo é vazio; se X (V)
for compacto e convexo, o Nu (v) sera constituido de um Unico elemento; e se o0 nucleo
nao for vazio, o nucléolo sera um subconjunto do nucleo (Moulin, 1981). Uma solucdo
para problemas continuos foi proposta por Kohlberg ao demonstar que é possivel, em
algumas situagdes, calcular o nucleo como a solucdo de um problema de programacéo
linear (Kohlberg, 1972a, b).

O Valor de Shapley, apresentado em 1953 no texto “A value for npersons games
da obra “Contributions to the Theory of Games”, organizada por H. W. Kuhn e A. W.
Tucker (Luce; Raiffa, 1957), é um conceito de solugdo que constitui um critério que

distribui para cada participante do conjunto I, um valor ® (v) baseado em quatro axiomas:

o . AR O
1. produz uma distribuicdo exaustiva do valor total da grande coaliz&o, I
1L
isto é,

2. se um jogador i ndo adiciona nada mais que v({i}) a nenhuma coalizdo, ele recebe

somente v({i}), isto &, Pi(v) = v({i}),

3. se dois jogos sao idénticos, exceto quanto a ordem na qual os seus jogadores estdo

listados, o valor de Shapley para os jogadores é o mesmo;

4. se um jogo é formado pela adicdo de dois outros jogos, o valor de Shapley para o

Novo jogo sera a soma dos valores de Shapley dos jogos iniciais.

Pode-se demonstrar (Owen, 1968) que existe uma e somente uma funcéo que
preenche as condi¢bes estabelecidas pelos axiomas citados acima. E ela atribui a cada

participante i do jogo um ganho ou valor dado por:
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PR 5 (==L 1) - vk ]
19 ““nt
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onde k representa o nimero de individuos que compdem a coalizdo K.

A expressao de ®i(v), o valor que cada individuo recebe mediante essa forma de

redistribuicdo, sugere uma interpretacdo probabilistica, na qual DV(K) D V(K
{i)o
(n O K)!(k O 1)!

exprime a contribuicdo marginal do jogador i ao valor da coahzéo K e n!

a probabilidade de que no processo aleatorio de formacdo da grande coalizédo 1, o
individuo i seja o jogador acrescentado a coalizdo consistindo, ou que consistia, dos
primeiros k- 1 jogadores naquela ordem aleatéria. O ganho de cada jogador pode ser
visto como média ponderada das contribuicbes que o jogador fornece a cada coalizao
gue ele participa, onde os pesos seriam valores que dependem do total de jogadores n
e do numero deles em cada coalizédo K, ou seja, k. O valor de Shapley pode ainda ser
interpretado como um critério que atribui a cada participante do jogo a sua contribuicéo
marginal esperada.

A férmula do valor de Shapley pode ser deduzida diretamente por meio da
interpretacdo probabilistica dada anteriormente. Suponha que 0s n jogadores
combinem encontram-se em um determinado lugar em uma determinada hora. Devido
a aleatoriedade, eles chegardo em momentos diferentes no tempo. Suponha também
que as ordens de chegada ( 0 numero de permutacdes de n jogadores) tém a mesma
probabilidade, isto é, I/n!. Considerando que se um jogador i quando chega ja encontra
0s membros da coalizdo [K - {i}] ele recebe a quantia [v(K) — v(K\{i})], ou seja o valor
marginal com o qual ele contribui para aquela coalizdo. Logo, o valor de Shapley sera
o valor esperado de ganho do jogador i sob esse esquema aleatorio.

Outra maneira analoga de se deduzir a mesma férmula seria imaginar-se um
evento A, que fosse definido como: A={escolher o jogador i pertencente
obrigatoriamente a coalizdo de k elementos} e um evento B, onde fosse definido como
B = { escolher os outros k-l elementos da coalizdo entre os n-1 jogadores restantes }. A

probabilidade dos eventos A e B ocorrerem simultaneamente seria:

P(ARB)=P(P/APA) —— 1o 1 L (k==K

On-10 n k-1
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(n—21)! n n! (k=D!n-1-(k-1)]!
(20) O ,da
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qual se deduz o valor esperado para cada jogador como:

0 (n—Kk)!(k —1)!
o= S "D vk g
(1) K=1 |

123

ABCustos, Sdo Leopoldo: Associagdo Brasileira de Custos, v. 2, n. 3, p. 108-132, set./dez. 2007



Sistema de informacgdes interdependentes: uma aplicacdo da teoria dos jogos na distribuicdo do
custo conjunto
Juliana Pinto, Tarcisio Pedro da Silva, Nelson Hein

Para finalizar, observe-se que o valor de Shapley, ®i(v) € uma imputagéo, dado
que:

2 @;(v)=v(l),
(22) iel e

(23)  ®i(v) = v({i}), Viel.

3.1Aplicacéo da Teoria dos Jogos a Distribuicdo de Custo Conjunto

Empresas de uma corporacao industrial, cooperativas, aeronaves que utilizam um
mesmo campo de aviagdo, ou individuos que tém interesse em desempenhar atividades
em conjunto, por exemplo, defrontam-se em geral com a questdo de distribuicdo de
custos conjuntos. A “contabilidade tradicional” sugere varias maneiras de ratear custos
(Leone, 2000; Atkinson, 2000; Shank e Govindarajan, 1997; Jiambalvo, 2001; Martins,
2003). No entanto, todas essas maneiras apresentam arbitrariedades e s6 sdo aceitas
pelas partes envolvidas quando estas estdo submetidas a um poder central que as
impdem. Isto é, todos esses métodos s6 podem ser aceitos, em geral, quando as partes
nao possuem a possibilidade de atuar sozinhas ou por meio de coalizdes.

A imposicao desses critérios de rateio as vezes é feita pelo governo ou por uma
autoridade central que comanda as partes envolvidas. Contudo, a questdo assume outro
aspecto quando nao existe um poder centralizado, de forma que as partes, livres para
aceitar ou ndo um determinado critério de rateio pode inviabilizar um determinado projeto
e, consequentemente, promover situagdes desastrosas, ndo sO para 0 grupo como para o
resto da sociedade.

Supondo, por exemplo, que uma atividade possa ser desenvolvida por individuos
isolados ou por uma coalizdo desses individuos. Se a atividade for realizada
isoladamente por cada individuo, estes incorrem em um custo particular. Se for
desempenhada por um grupo, ou pela comunidade como um todo, havera um ganho de
escala que reduzira consideravelmente o custo total, ou seja, o custo total sera
consideravelmente menor que a soma de todos os custos individuais se 0s agentes

atuar isoladamente. O problema com o qual se depara é: como distribuir o ganho de
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escala entre os agentes que participaram, em conjunto, dessa atividade? Em outras
palavras, como distribuir o custo conjunto, dado que néo existe uma forma objetiva, direta
e, portanto, inquestionavel de se ratear o custo total entre os participantes do projeto?

Uma ilustracdo do problema pode ser feita mediante o exemplo da construgcdo de
barragens que podem ser construidas para atender a varios objetivos. Supondo, por
exemplo, que o custo da construcdo de uma barragem com o propésito de fornecer agua
para irrigacdo seja de 10 bilhdes de reais, enquanto o custo de uma barragem para a
contencdo de enchentes é de 8 bilhdes de reais. Pode-se construir uma barragem que
atenda a ambos os propadsitos por 15 bilhdes de reais. Nesse caso existe um ganho de 3
bilhdes de reais se a barragem for construida conjuntamente, e esse beneficio deve ser
distribuido entre os participantes do empreendimento mediante o rateio do custo total de
15 bilhdes de reais. Como existem apenas dois participantes, a questao torna-se bem
simples. Basta que, como condi¢cdo necessaria, 0os custos sejam distribuidos de forma
gue nenhum participante se sinta subsidiando o outro. Isto é, a distribuicdo de custos nao
pode impor que um agente subsidie o outro. Formalmente, se denomina de C({i}), i = 1,2,
0 custo de construgdo da barragem para atender o objetivo do agente i e R({i}) a sua

respectiva contribuicdo, a condicdo para que ndo haja imposicao de subsidio sera entao:
(25) R{H<CEipi=1,2.

A questdo torna-se simples quando envolve apenas dois agentes porgue, nesse
caso, sO existe uma possibilidade de coalizdo, ou seja, a coalizdo dos dois agentes.
Quando existem mais de dois agentes, a possibilidade de coalizdes obviamente aumenta
e pode ocorrer que a condicdo posta acima ndo baste como minimo necessario para que
a distribuicdo de custo seja aceitavel pelos envolvidos. Nesse caso, deve-se levar em
conta ndo sO 0s agentes, mas as suas possiveis coalizbes. Consequentemente, para que
nenhum agente ou coalizdo se sinta subsidiando alguém, torna-se necessario que a

distribuicdo de custos satisfaca a seguinte condicao:

2 R{D)
(26) R(S)=C(S), onde P(S) = iss paratodo S c |,
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onde | € o conjunto de todos os participantes e S representa qualquer coalizdo em |,
incluindo tanto o proprio | como qualquer “coalizao” de um unico elemento.

Na forma em que foi posta a questdo pode-se facilmente transporta-la para a
Teoria dos Jogos. Assim, a distribuicdo de custo entre os agentes pode ser feita
caraterizando a questdo como um jogo cooperativo com pagamentos colaterais. A funcao
de custo determina a funcdo caracteristica de um “jogo de distribuicdo de custos”
subaditiva, em vez de superaditiva, enquanto o vetor de receitas ou contribuicdes,

representa o vetor de resultados. Se o vetor de resultados pode ser representado como:

> R({i}) =C().
(27) ieS

entdo pode ser visto como uma imputacdo. Se este vetor de resultado além de atender a
condicao (27) satisfaz também a condi¢do (26) entdo ele se encaixa perfeitamente no
conceito de nucleo, dado que nenhuma destas imputacbes pode ser bloqueada por
nenhuma coalizdo de jogadores, no sentido de que seria mais vantajoso (ou menos
custoso) contribuir com R(S) do que construir a barragem através da coalizdo S, a qual
teria um custo C(S) =2 R(S).

Supondo agora que uma barragem possa ser construida para trés objetivos diferentes:
producdo de energia elétrica, controle de enchentes e irrigacdo. Tem-se agora 3 agentes
indexados de acordo com seus interesses: i=1 representa 0 agente interessado na
producdo de energia elétrica; i=2, o0 agente interessado no controle de enchentes; e i=3, 0
agente interessado na contencdo de agua para irrigacdo. Suponhando que o custo de
construcdo da barragem para a producédo de energia elétrica seja C({1})=10 bilhdes de
reais; para o controle de enchentes seja C({2})=8 bilhdes de reais; e para a contencao de
agua para irrigacdo seja C({3})=7 bilhdes de reais, e os agentes podem coligar-se
livremente para a construgdo da barragem. Nesse caso, supondo que o custo da
construgdo para atender simultaneamente a producéo de energia elétrica e ao controle de
enchentes seja C({1,2})=15 bilndes de reais; para atender a producdo de energia e a
irrigacao seja C({1,3})=14 bilhdes de reais; para atender ao controle de enchentes e a

irrigacao seja C({2,3})=16 bilhdes de reais; e, finalmente, para atender aos trés objetivos
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seja C({1,2,3})=20 bilhdes de reais, qual devera ser a distribuicdo de custos entre os 3
agentes para que construam uma sO barragem para atender conjuntamente aos trés
objetivos, dado que dessa forma teriam um ganho de 5 bilhdes de reais em relacdo ao
custo que teriam se as barragem fossem construidas individualmente?

A questdo se resume em encontrar o nucleo do jogo cooperativo caracterizado pela
situacdo. Portanto, bastaria encontrar um conjunto de imputacdes que nao sejam
dominadas via nenhuma outra coalizdo. Ou seja, basta encontrar uma distribuicdo de

custos definida pelos valores Ri, i = 1,2,3, tais que:
(29) 2Ri=C{123})

(29) R(S)<C(S), Sc{1,23,}.

Para tanto bastaria elaborar um programa de computacdo que determinasse 0s

valores de R1, R2, e R3 tais que:

(30) P1<10
(31) P2<8
(32) P3<7

(33) P1+P2<15
(34) P1+P3<14
(35) P2+P3<16
(36) P1+P2+P3=20.

Supondo que a distribuicdo de custos se faca apenas em forma de numeros
inteiros tem-se um nudcleo de nove elementos, ou seja: (5, 8, 7), (6, 8, 6), (6, 7, 7), (7, 8,
5), (7, 7,6), (7,6,7),(8,7,5), (8, 6, 6), (9, 6, 5). Estas seriam as possiveis distribuicdes
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de custos de forma que a barragem pudesse ser construida para atender aos trés
objetivos em conjunto e sem que houvesse subsidios cruzados. Porém, como existe mais
de uma distribuicdo possivel do custo total, poder-se-ia aplicar tanto o conceito de
solucao chamado nucléolo como o valor de Shapley para auxiliar a busca de uma solugéo
Unica.

O nucléolo ndo daria uma distribuicdo pertencente ao nucleo de forma a minimizar
as queixas de qualquer outra coalizdo contra ela. Aplicando o processo de maximizacéo
lexicogréfica encontra-se o nucléolo igual a (7, 7, 6). Aplicando o conceito de valor de
Shapley, em que, implicitamente, se considera o resultado como uma distribuicdo “justa”,
dado que cada agente recebe o valor esperado de sua contribuicdo marginal, encontra-se
0 mesmo vetor (7, 7, 6). Portanto, uma razoavel proposta de distribuicdo de custo para
esta questdo hipotética deve ser (7, 7, 6), porque ela estd no nucleo; representa no
ndcleo a distribuicdo que minimiza as reclamacdes das outras possiveis coalizdes; e diz
respeito a uma distribuicdo na qual cada agente é sobrecarregado proporcionalmente a
sua contribuicdo ao ganho de 5 bilhdes de reais na construcéo da barragem para atender
aos trés objetivos em conjunto.

N&o existe obviamente forma de se obrigar os agentes a aceitarem qualquer
distribuicdo contida no ndcleo. Mas todos preferem esta a qualquer outra alternativa. A
distribuicdo (7, 7, 6) pode ser usada pelo mediador da questdo, que por sua vez pode
usar simultaneamente, como forma de persuaséo, o conceito de nucléolo e o do valor de
Shapley.

Uma outra aplicacdo muito evidenciada na literatura foi proposta por Martin
Shubick (1962). A “contabilidade” apresenta varios critérios de rateio de custos conjuntos
e todos eles sdo criticados por Shubick pelo fato de n&o apresentarem formas
descentralizadas de incentivos aos diversos centros de producdo ou departamentos de
uma corporagéao, para a inovacao.

Segundo Shubick (1962), o objetivo de uma boa geréncia seria projetar um
sistema de premiacdo para aqueles que assumem riscos no processo de tomada de
deciséo, de tal maneira que os prémios individuais tenham uma correlagéo positiva com o

valor do resultado da deciséo para a organizacdo. Em uma corporagao, se o poder de
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decisédo deve ser delegado, é preferivel ter uma organizacdo projetada para encorajar a
iniciativa dos centros de decisdo. Uma forma de promover isso seria-se ter uma estrutura
de premiagéo projetada de forma que a selecdo das melhores opc¢des para o tomador de
deciséo individual coincida sempre com aquelas que sao melhores para a organizacao
como um todo. Este requisito ndo esta garantido pelos métodos convencionais de
distribuicdo de custo conjunto oferecido pela “contabilidade”. Por exemplo: a geréncia de
uma féabrica pode muito bem ter conhecimento de uma mudanca, que por sua vez pode
ter o efeito de aumentar o lucro da corporacédo, no entanto, a decisao implica em diminuir
o tamanho de sua fabrica e reduzir o lucro a ela atribuido pelo sistema contabil. Se o seu
éxito e sua renda sao determinados pelos lucros contabeis atribuidos a sua fabrica, ou
seu departamento, provavelmente ela, contraditoriamente, ndo estard interessada em
tomar essa deciséo.

A lucratividade de uma corporacédo pode ser vista como dependente da soma dos
lucros conjuntos que, por seu turno, podem ser obtidos pela coordenacao 6tima de todas
as unidades, por exemplo, fabricas, departamentos, etc. E, como existe um custo
administrativo, que € um custo conjunto, ele deve ser rateado entre todos os centros de
decisdo, de forma que o interesse privado de cada centro de decisdo coincida com o
interesse da organizacao. Esta situacdo configura um jogo cooperativo cujos agentes séo
os centros de decisdo que compdem a corporagao.

Uma situacdo semelhante se verifica nas empresas, quando estes adotam
conjuntamente investimentos que tém efeito sinérgico produzindo uma receita liquida
maior. A alocacdo dos custos financeiros, nesses casos, € em geral arbitraria. Callen
(1978) mostra como o conceito de valor de Shapley pode ser utilizado para a distribuicao
de custos financeiros de projetos interdependentes, de forma mais consistente.

4 CONSIDERACOES FINAIS

Apesar dos curtos periodos de estagnacao, a Teoria dos Jogos nunca deixou de
progredir. Sua historia mostra um processo continuo de desenvolvimento de novos
conceitos e técnicas. H& momentos, no entanto, em que sua evolucdo e especializacédo

atingem um estagio no qual, aparentemente, se rompe o elo entre conceito e realidade. O
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alto grau de abstracdo, necessario para a formulacdo dos novos conceitos e para
compreensao das novas técnicas, pode fazer com que essa metodologia, que mantém
intima relacdo com o comportamento humano, venha ser erroneamente encarada como
mera abstragdo, sem nenhuma ligagdo com o mundo real. A sistematizacdo aqui
apresentada adquire importancia ndo somente por reunir os conceitos fundamentais, dos
guais derivam todos os conceitos modernos, mas também porque, ao expor tais
conceitos basicos, permite a pronta visualizacdo do limite existente entre a teoria e a
pratica. Em outras palavras, esta sistematizacéo pde em relevo o pressuposto em que se
alicerca essa metodologia: 0 de que os homens estabelecem relacbes visando a

satisfacdo de seus interesses.
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